
535 

Acta Cryst. (1963). 16, 535 

Ein Beitrag zum Absorptionsfaktor ftir Ellipsoide und Zylinder 
mit elliptischem Ouerschnitt 

VON KURT WEBER 

Mineralogisches Institut der Universitdt Heidelberg, R6ntgenabteilung, Deutschland* 

(Eingegangen am 10. Januar 1961 and wiedereingegangen am 9. Juli 1962) 

An approximation method is derived for the calculation of absorption factors of elliptical bodies from 
those for a sphere or a circular cylinder. Graphical tests show that  the deviations are less than 2 ~o 
for all axial ratios between 1 and 1.8 and for low absorption (~R __< 1.8 ; R = radius of a sphere circum- 
scribing the ellipsoid).--Under special X-ray conditions (rotation about the axis of maximum 
symmetry,  Weissenberg equi-inclination method) the absorption factor of an ellipsoid of rotation 
becomes that  of a sphere. 

Eine einwandfreie Kor rek tu r  der Absorpt ion ist  be- 
kannt l ich nur  mSglich, wenn der Kris ta l l  eine geome- 
tr isch einfache Fo rm besitzt.  I m  allgemeinen wird 
m a n  gezwungen sein, dem Kris ta l l  die gewiinschte 
Form (Zylinder, Kugel,  planparallele Pla t te)  anzu- 
schleifen. Unterschiede in der Spal tbarkei t ,  Schleif- 
anisotropie und auch die ~ussere Fo rm des Ausgangs- 
kristal ls  werden manchmal  Abweichungen yon der 
Ideal form bedingen (Pepinski, 1953). So wurden  mi t  
dem Kugelschleifverfahren nach Bond (1951) yore 
Verfasser verschiedentlieh Ellipsoide erhalten,-~ welche 
den Anlass zur vorliegenden Arbei t  gaben. 

Inzwischen ist die Arbei t  yon F i t zwa te r  (1961) 
erschienen, in der das dreiachsige Ellipsoid im all- 
gemeinen, parallelen Strahlengang behandel t  ist. 
F i t zwa te r  benutz t  ein N/~herungsverfahren, das fiir 
alle Ellipsoide zu brauchbaren  Transmissionswerten 
ftihrt (Fehler < 2 % ) ,  solange #R__<I gilt;  dabei ist  
R der Radius  einer dem Ellipsoid umbeschriebenen 
Kugel.  Ausserhalb dieser Bedingung n i m m t  der Fehler  
jedoch rasch zu" bei # R = l , 4  z.B. erh/ilt m a n  Ab- 
weichungen zwischen 8 und 15%, je nach Glanzwinkel 
0. Das Verfahren erfordert  eine elektronische Rechen- 
maschine.  

Hier  soll gezeigt werden, dass m a n  mi t  der, auch yon 
F i tzwater  benutzten,  affinen Abbi ldung einige prak-  
t isch wichtige Fi~lle exak t  auf  die Kugel  bzw. den 
Kreis zuriickfiihren kaml.  D a m i t  f~llt die Besehr~n- 
kung auf kleine #R  fort.  In  den fibrigen Fiillen aber  
lassen sieh mit  recht  guter  N~herung korrespon- 
dierende Kugel- oder Kreiswerte  benutzen.  

* Jetzt: EURATOM, Gemeinsames Forschungszentrurn 
Ispra (Varese) Italien. 

t Zur Verminderung solcher Schleifeffekte muss man 
darauf achten, dass die Kristalle in dem Bond-Apparat einer 
turbulenten Str6mung ausgesetzt sind (Kern, 1960). R'ach 
Wooster (1962) soll ein anderes Schleifverfahren - -  bei welchem 
der Kristall im Innern eines mit Schmirgel ausgelegten 
Hohlkonus rollt - -  diese Nachteile des Bond-Apparates nicht 
besitzen. 

1. Das Absorptionsintegral  fiir Kugel und 
Zylinder mit  Kreisquerschnitt 

Der Transmissionsfaktor  A ist definiert  durch die 
Gleichung 

A l dv = f exp [-/~(s~,+s~)]dv . 

s~ ist  die L~nge des Pr im~rst rahlweges  vom E in t r i t t  
in den Kr is ta l l  bis zum st reuenden Volumenelement  
dr, s~ die Wegl~nge yon dv bis zum Verlassen des 
Kris ta l ls ;  # ist der l ineare Schw~chungskoeffizient. 

Das Volumenintegral  kann  man  in zwei Schr i t ten  
16sen, wovon der erste unabh~ngig yon der  Exponen-  
t ia l funkt ion ist, also alle gleichlangen Gesamtwege l 
erfasst .  

l=s~,+s~. 

Die ents tehende Funk t ion  g(l), die m a n  zweckmi~ssiger- 
weise durch Division mit  dem Kris ta l lvolumen nor- 
miert ,  enth~lt  die gesamte Geometric des Kristal ls ,  
soweit sic fiir die Absorption benStigt  wird. 

g(1) dl = dl dv mit  df dl = dv . 
l= eonst. \ ~ Kristall 

Es ist mSglieh, dass das F1/iehenintegral g(1) aus der  
Summe mehrerer  nieht  zusammenh~ngender  In tegra le  
besteht .  

Die verbleibende In tegra t ion  

A = f exp [ -# l ]g( l )d l  

kann  bis~ = c~ ers t reckt  werden, wenn m a n  beachtet ,  
dass 

g(1)-=O ffir l>/max.  

Der  maximale  Strahlenweg /max h/ingt ab yon der  
Geometric des Kris ta l l s  und der der Wege so u. sz; 
/max ist daher  insbesondere 0-abhiingig. Fiir  Kugel  
und Kreis  gilt  gleichermassen: 
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• / = 2 / c ° s 0  ffir 0 °<0-<45 ° 
lma~/R = 4 s i n 0  ffir 45 °_<0_<90 ° .  

Ftir die folgenden Betrachtungen ist es bequem, 
g(1) durch ein Polynom p(1) zu approximieren. Das 
ist mit jeder gewiinschten Genauigkeit ffir Kugel und 
Kreis bei allen Glanzwinkeln 0 m6glich. 

g(0 =p(1) =-~c~lJ. 

g(1) enthglt  zwar im Innern des Argumentbereiches 
sicher keine Singularit~ten, sodass auch eine Potenz- 
reihendarstellung m6glich w~re, wohl k6nnen aber an 
den R~ndern singul~re Stellen auftreten (z.B. ffir 
0=0°),  die eine Konvergenz an diesen Stellen ver- 
hindern kSn~ten und zum Abbruch der Reihe zwingen. 
Zu beachten ist, dass man die Integration fiber 1 
jetzt  an der Stelle /=/max abbrechen muss, da p(1) 
ausserhalb des Argumentbereiches im allgemeinen 
nicht mehr der Bedingung p = O  genfigen wird. 

t 
lk+l 

Numerische Werte yon g(1)dl, m i t  l~/R=O,1 x k, 
dlk 

k=ganzzahlig, bestimmte Bond (1959) ftir den Kreis, 
mit  deren Hilfe man A und auch p(1) mit ausrei- 
ehender Genauigkeit berechnen kann. 

2. (~bergani~ zu el l ipt ischen K6rpe rn  

Der Bezeichnung yon Fitzwater folgend, kann man 
mit Hilfe einer affinen orthogonalen Transformation 
eine Kugel mit  dem Radius R auf ein Ellipsoid mit 
den Hauptachsen a~, a2, a3 abbilden. 

x~=x~ai/R . 

Unter Beachtung einiger Eigenschaften dieser Affini- 
ti~t sind die exakt auf die Kugel zuriickfiihrbaren Fiille 
und ein Ni~herungsverfahren leicht zu linden. Hier 
und im folgenden sind alle auf das transformierte 
System bezogenen GrSssen mit einem Strich indiziert. 

W~hrend alle Volumina um den Betrag der Funk- 
t ionaldeterminante vergr6ssert werden 

dv' = ( a~ a~a~/ R~ ) dv , 

ver~ndern Fl~chen und Strecken ihre Gr6sse und 
l~ichtung entsprechend ihrer Lage zum Achsenkreuz. 
Aus der Transformationsgleichung folgt sofort, dass 
sich ein Vektor s~ mit den Richtungskosinussen 
COS ~X~ 

transformiert in 

s : =  {al cos a~, a2 cos a2, a3 cos a3}s~,/R 
,{ , , 

= 8 ~  COS ~1~ COS 0¢2~ COS ~X . 

s:  ist dem Betrag nach um den Faktor  v~ lgnger 
als s~ 

v~ = (Za~. cos ~ ~)½/R (1) 

und gleichzeitig um (a~-a i )  gedreht. 

! 

cos a i =  (ai/R.v~) cos a~. (2) 

Zum Absorptionsproblem zurfickkehrend betrachte 
man bei festem Glanzwinkel 0 die Absorptionswege 
s~ und s~ einer Kugel. Alle s~ sind unter sich parallel; 
sie werden beim ~bergang zum Ellipsoid um denselben 
Faktor  v~ gestreckt und in eine gemeinsame, durch 
(2) gegebene Richtung gedreht. Entsprechendes gilt 
ffir die Sekundgrstrahlwege sz, deren Richtungs- 
kosinusse gleich cos fli und deren Verlgngerung gleich 
v~ sind. v~ wird im allgemeinen yon v~ verschieden 
ausfallen. Ffir die sich entsprechenden Glanzwinkel 
yon Kugel (0) und Ellipsoid (0') gelten die folgenden 
Beziehungen: 

- c o s  2 0  = Z c o s  ~ c o s  fl~ 

-- cos 20 '=  (Za~ cos ai cos fli)/R"-v~,v~. (3) 

Das Transformationsverhalten der Funktion g(1) soll 
in den beiden folgenden Paragraphen betrachtet  
werden. 

3. Die exakten L6sungen 

Ffir den speziellen Fall 

v~ = v~ = v (4) 

~ndert sich beim ~bergang zum gestrichenen Ko- 
ordinatensystem auch die Gesamtwegl~nge 1 um den- 
selben Faktor  v, sodass 

l' =v l  

gilt. Damit geht auch die auf die Volumeneinheit 
bezogene Anzahl der Wege der Li~nge 1 in diejenige 
der L~nge l' gesehlossen fiber. Die 0-abh~ngige 
Verteilungsfunktion g(1)dl der Kugel ist im Fall (4) 
daher identisch mit der zu 0' geh6renden entsprechen- 
den Verteilung im Ellipsoid. 

(dl'/dl)g'o,(l') =go(l) .  

Dem Transmissionsfaktor AE des Ellipsoids entspricht 
somit ein Transmissionsfaktor A K der Kugel wie folgt" 

#al, #a2,/za3) = f exp [-,ul 'Jgo,(l ')dl '  AI~(O', 

f exp [-/~vl]go(1)dl 
91 

= AK(O, #vR)  . (5) 

Entsprechende Beziehungen gelten zwisehen Ellipse 
und Kreis. Dreht man die Kugel mit ihren Strahlen- 
giingen relativ zum Achsenkreuz, so findet man alle 
Positionen, welche die Bedingung (4) erffillen. Mit (1) 
erhglt man unter Beaehtung der Nebenbedingung 
Z cos 2 a~ = Z: cos ~ fli = 1 die transzendente Gleichung (6) 

[oos2 ~ 1 -  cos2 #~] ( ~ -  a])  

+ [ e o s ~ 2 - c o s 2 # . ~ ]  ° ° 0 ,  (a.~--a~) = (6) 

deren LSsungen die Gesamtheit der unter  (4) mSg- 
lichen Strahleng~nge (Win]tel a und fl) darstellen. 

Von diesen LSsungen sollen einige interessante 
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F/ille betraehtet  werden: (6) ist sicher erfiillt, wenn 
die eckigen Klammern beider Summanden gleichzeitig 
verschwinden. Ffir alle i muss dann gleichzeitig gelten: 

c o s a i = + c o s f l i  oder fl i=180 ° k + a ~  
(k = ganzzahlig) . (6a) 

Das sind fiir das dreiachsige Ellipsoid acht, ffir die 
Ellipse vier Strahleng~nge. Unter  diesen L6sungen 
sind die F/~lle (6b) enthal ten 

fl~ = a~ (20 = 20' = 180 °) 
und fl~= 180°+ a~ ( 2 0 = 2 0 ' = 0  °) , (6b) 

die daher fiir beliebige Strahleneinfallswinkel ai immer 
zu den exakt  16sbaren Fi~llen ziihlen. 

Ebenfalls wiehtig ist der Fall  des zweiachsigen 
Ellipsoids a9 = as. Hier fiillt die Bedingung (6a) fiir die 
Winkel c¢2 und fl~ fort, die nun frei w/ihlbar sind. 
Alle Strahlengiinge, die mit  der a~-Achse den Winkel 
a t=f l~ bilden, sind daher ebenfalls auf die Kugel 
zuriiekfiihrbar; die zugehSrigen Nullpunktstrahlen 
liegen auf einem Doppelkegelmantel mit  dem Off- 
nungswinkel 2 ~  um die a~-Aehse. Dieser Fall  stellt 
die LSsung der equi-inclination-Anordnung dar, wenn 
a~ die Drehachse des Kristalls ist. 

4.  D i e  N / i h e r u n g s l 6 s u n g e n  (v~ # v , )  

Die transformierte Gesamtwegl£nge /' hat  die Zu- 
sammensetzung 

l' -- v~,G, + v fi~ . 

Ersichtlich verteilen sich die zu einem festen Gesamt- 
weg l = G + @  geh6renden Kombinationen jetzt  auf 
mehrere l'. Durch Einffihren eines Parameters x 

x = ( s ~ - G ) / 2 1 ,  - ½ < x < ½  

der ein l~ass ffir die Verschiedenheit von G und s~ 
ist, folgt 

G =/(½ - x) bzw. st~ = l(½ + x) 
und 

l' = 1(%, + v~)/2 + x l ( v ~ -  G ) .  

Die hier interessierende Funkt ion g' setzt sich offenbar 
aus Kombinationen zusammen, die zu versehiedenen 
1 geh6ren, g' finder man dureh Summieren fiber alle 
m6glichen Zust/~nde yon x unter  Konstanthal ten 
von l'. Driickt man die damit  verbundene Variation 
yon 1 durch x aus, so finder man mit  den Abkiir- 
zungen: 

lo=21' / (%+v~) und 7=2(v~-vo,) / (vo,+v~) (7) 

den Ausdruck 

l x = l o / ( l + y x  ) mit  I7]<2, ]x]<½. 

Es sei f ( x ) d x  die normierte H/~ufigkeit der zwischen 
x und x + d x  liegenden Kombinationen irmerhalb eines 
festen Gesamtweges l, sodass gilt 
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f 
½ 
_ ( f ( x ) d x =  1 .  

Der yon g herrfihrende Transformationsanteil  ffir g' 
ist dana  

d[ (dl'/dl)g' (/') ] = g(lx) flx(x) dx . 

Ersetzt  man jetzt  g(1) durch das in § 1 eingeffihrte 
Polynom p(1), entwickelt  ( l+7x) -~  in Reihe und 
ordnet nach gleichen Potenzen yon 7x  

g(lx) = p(lx) = p(lo) - 7xlo( dp/dl)zo 
+ (7~x2/2 !)[21o(dp/dl)~ o + l~(d2p/dl2)~ o] 

- 73x3[ ] + - + . . .  

so finder man schliesslieh 

SZx  maxl 
(dl'/dl)g' = p(lo) + ~v ~ (7x)k(~)cf l  x ) d x .  

k = i  j = l  "J (8 )  

Bei der Integrat ion sind zwei F/~lle (I) und (II) zu 
unterscheiden. So]ange 

(I) 0__<10<Gax(1- J71/2 ) 

gilt, wird ffir kein [x[ <½ die Gfiltigkeitsgrenze des 
Polynoms fiberschritten. Die Integrat ion ist yon 
x = -  ½ his x =  ½ zu erstrecken. 

(II) l m a x ( 1 - ] 7 1 / 2 ) ~ l o _ ~ l m a x  . 

Ist  y<O,  was man nStigenfalls dureh Vertausehen 
zweier Ellipsoidachsen a~ immer erreiehen kann, so 
findet man fiir die obere Integrationsgrenze xl 

Xl = - - ( 1  --[O/lmax)/7. 
Die Funkt ion  f ( x )  muss jetzt  etwas niiher bet rachte t  
werden, f ( x )  ist sicher eine gerade Funkt ion  

f ( x ) = f ( - x )  , 

da es wegen der hohen Symmetrie der Kugel zu jeder 
Wegkombination s~ + @ die Kombinat ion @ + s~ gibt, 
was natiirlich nicht zu verwechseln ist mit  der prin- 
zipiellen Umkehrbarkei t  des Strahlenganges. Diese 
Eigenschaft genfigt schon, um die mittlere,  aus l 
hervorgehende Wegl~nge l' des Ellipsoids zu be- 
rechnen" 

- f l' = [ l ( v~ ,+vz ) /2+x l (v /3 -G)] f ( x )dx  = l(G+v/~)/2 . 
-½ 

Rfickblickend auf (7) erkennt man, dass der Ellipsoid- 
weg l' der mittlere transformierte Kugelweg lo ist. 

Den prinzipiellen Verlauf yon f ( x )  zeigt Fig. 1. 
Ffir den Glanzwinkel 0 = 0  ° t re ten alle Wegl/~ngen- 
kombinationen x mit derselben H/~ufigkeit auf; es 
gilt daher eine Rechteckverteilung. Fiir 0 =90  ° gibt  
es offenbar keine ungleich langen Wege G und s~, 
da der Sekund/~rstrahl immer den Weg des Prim/ir- 
strahls zuriiekl/~uft, f ( x )  hat  daher den Charakter  
einer 5-Funktion. Fiir alle dazwischenliegende 0-Werte 
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(x) 

f ( x ) ~  = ~°° 
0=45: 

- 1 / ' 2  0 1, /2  

Fig. 1. H~uf igke i t sve r t e i lung / (x )  der zu einem festen Gesamt- 
weg 1 = sa + s~ geh6renden Pr imer-  und  Sekundgrs t rahlwege 
~ und  ~ filr Kugel  und  Kreis. Schematischer  Verlauf. 
Der Glanzwinkel  0 ist  Pa ramete r .  x =  (s~,--s~)/2l.  

zeigt f (x )  einen stetigen ~bergang zwischen den beiden 
Grenzfunktionen und besitzt ein einziges Maximum 
bei x-- 0 ; f ( x )  geht mit steigenden WinkeLu 0 zun~chst 
langsam, bei An~Lherung an 90 ° rasch in die 6- 
Funktion fiber. Die Verteilungsfunktion f ( x )  kann, 
was bisher stillschweigend vorausgesetzt wurde, als 
yon l unabh~ngig betrachtet werden, wie graphische 
()berpriifungen am Kreisquerschnitt ergaben. 

Indem man f(x) durch die Rechteckfunktion f(x) = l 
absch~itzt, erhiilt man ffir den Fall (I) 

(I): (dl'/dl)g' = p(1) - (~2/24)[21(dp/dl) + lP(dPp/dl~) ] 
-Gl ieder  beginnend mit ~4. (8a) 

Dies fiihrt in erster N~Lherung zu dem Ergebnis: 

(I) g'(l ')dl'=g(1)dl mit l '=l(v~,+vz)/2.  (9) 

l' ist gegeniiber 1 vergrSssert um das arithmetische 
Mittel der Wegverl~Lngerungen v~ und v~. Hier und 
im folgenden ist abkfirzend l0 dutch 1 ersetzt, auch in 
den Ableitungen. 

Fall (II) liefert auf den ersten Blick weniger giin- 
stige Ergebnisse. Hier weicht bereits die nullte N~Lhe- 
rung ffir g' yon g ab: 

(II)" (dl ' /dl)g'=p(1)-p(1)[½+ (lma:~-l)/~,lm~:] 
--(y½)(dp/dl)[(lmax-1)~'/~/2l~ax-¼)] 
- Glieder in y~. 

Aus mehreren Grfinden ist der Einfluss dieses Bereiches 
(II) ~uf d~s Absorptionsin~egr~l nicht allzu gross: 
Die eckigen Klammerausdrficke gehen mit ~, gegen 
Hull, gleichzeitig geht (II) in (I) auf. Fiir 0 = 0 ° muss 

= 0 sein und die Ni~herung gilt streng, wie schon in 
§ 3 gezeigt wurde. M_it wachsendem 0 steigt ~, langsam 
an, gleichzeitig wi~chst aber nach § 1 auch l~a~, sodass 
der Anteil (II) weniger rasch ansteigt, als man zun~chst 
vermutet. Ausserdem verlagert sich mit steigendem 0 
der Schwerpunkt yon g(l) nach kleinen /-Werten 
und die Beitr~ge yon (II) zu A nehmen weiter ab. 
Dann begfinstigt auch der Verlauf yon f ( x )  in zu- 
nehmendem Masse die Ni~herung (9). Ffir 0-+ 90 ° 

geht f ( x )  in die 6-Funktion fiber und alle Glieder in (8), 
welche x enthalten, mfissen verschwinden. Fiir 0 = 90 ° 
gilt Gleichung (9) wieder streng. Endlich verringert 
auch die Konvergenz der Exponentialfunktion 
exp ( - ,uR1) selbst den Beitrag grosser 1 und ver- 
ringert damit den Einfluss yon (II) auf A.  Man 
daft deshalb ffir wachsende A b s o r p t i o n e n -  also stei- 
gende /~R--e ine  bessere Approximation durch (9) 
erwarten. 

Diese im wesentlichen qualitativen ~berlegungen 
zeigen, dass alle Einflfisse des Bereiches (II) einsinnig 
den wachsenden ~, entgegenwirken und die Approxi- 
mation (9) begfinstigen. Eine Absch~tzung des Fehlers 
w~re aber nur m6glich, wenn man das 0-Verhalten 
aller GrSssen quantitativ in die Betrachtung ein- 
schliessen wiirde. Start dessen soll im folgenden 
Paragraphen 5 die N~therung kleiner #R durch Ver- 
gleich mit graphisch ermittelten Werten getestet 
werden. 

Der Eillfluss wachsender #R auf die Giite der 
Approximation ist in allgemeiner Form schwer zu 
iiberblicken. Nur der Fall grosser /~R liefert noch ein 
iibersichtliches Ergebnis; demnach scheint As, min- 
destens ffir kugelnahe Achsenverhiiltnisse, gegen AK 
zu konvergieren. 

Den bisherigen Betrachtungen zufolge genfigt fiir 
grosse #R eine Integration im Bereich (I). Zur LSsung 
des Absorptionsintegrals fiir den Ausdruck (8a) sollen 
folgende Abkfirzungen eingefiihrt werden: 

p(k) = dkp/dl k, q(k) = dk(12p(1))/dl(k). 

Fiir das erste Glied yon (8a) findet man: 

f P exp [ -  #vR1] A~ dl 
1 = lm~ 

-- - (exp [ -  ,uvR1]/,uvR) ZP(k)('uvR)-k l = 0 " 
i 

Bezeichnet man mit /1 (2) den Absorptionsbeitrag des 
quadratischen Gliedes yon (8a), dann gilt: 

f q(1) exp [-,uvR1]dl /~(2)(~/2/24)-1 

-- - (exp [-/~vR1]//uvR) ~ q(k+l) (#vR)-k  l = lm~ 
6=0 ~ l=O 

Es genfigt hier, die Konvergenz am Glied/1(2) aus (8a) 
zu betrachten, da das folgende Glied mindestens mit 
?a gegen Null geht. Fiir grosse /~R vereinfacht sich 
folgendes: alle oberen Grenzwerte des Absorptionsinte- 
grals verschwinden mindestens mit exp (-#VR/max). 
Beim Einsetzen der unteren Grenze 1 = 0 bleiben nur 
die konstanten Glieder der Polynomfolge iibrig. Sind 
co und cl beide ~:0, so kann man weiter alle Glieder 
mit (/~vR) -k, k > l, vernachl~ssigen und findet schliess- 
lich 

/1(")/A K = (y2/24)(2c~/co)//uvR. 

Da co mit 0 stark anwgchst, ist anzunehmen, dass die 
Approximation fiir grosse Braggwfilkel besser ist als 
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fiir kleine;  das ist  ein durehaus einleuchtendes Ergeb- 
his. Mit #R  ~ c~ versehwindet  A (2) mindestens  mi t  
1/#R ; ist  cl = 0, c2 4= 0, so versehwindet  A (2) sogar mi t  
(ttR) -e. 

Dieses Ergebnis  zeigt zumindest ,  dass die Ni~herung 
mi t  wachsenden #R nicht  beliebig schlecht werden 
kann.  

5. Abschiitzunp, der N{iherungsfehler am Beispiel 
des Zylinders mit elliptischem Ouerschnitt, 

Achsenverhfiltnis b/a 

Die Zylinderachse z sei die Drehachse des Kristal ls .  
Fi ir  den Fa l l  der Weissenberg-~quatormethode  ent- 
h/~lt die Schnit tel l ipse nach Fig. 2 alle im folgenden 
ben6t ig ten  Gr6ssen. Mit den Bezeichnungen yon § 2 
und  § 3 gilt  

t 
a l = a ,  yJ =180°--0/1 

ag=b, 20 '=180° - (0 / ; -~ ; )=~o+ fl2 . 

Gegeniiber den Kreiswerten t re ten zusiitzlieh zwei 

Sekund~rstrahf 

Q2 

P r i m g r s t r a h l  

Fig. 2. Strahlengang im Zylinder mit elliptischem Quer- 
sehnitt. Schnittebene senkreeht zur Zylinderaehse. Alle 
eingezeiehneten Winkel und Streeken liegen in der Zeichen- 
ebene. 

neue Pa ramete r  auf:  ~0 bezeiehnet die Lage des Pri- 
m/~rstrahls zur a-Aehse der Ellipse, b/a ist das Achsen- 
verh/~ltnis. Die Vertauschbarkei t  der Durehstrahlungs-  
r ichtungen,  sowie die Symmetr ie  der Ellipse ver- 
r ingern die Anzahl  notwendiger Bes t immungen.  Fi ir  
ein Winke lpaar  (0/~, fl~) f inder man :  

p ! 

~o = 180 ° k_+ a l  und  2 0 ' =  180 °_+ (0/1- fl~) 
sowie 

9 = 1 8 0 ° ~ + N  ~nd 20 '=180°  ~ (0/ ; -  #;) 
(k = ganzzahlig) . 

Es genfigt daher,  den folgenden Wertebereich zu 
be t rachten :  

r t 

90 ° < 0/~' -<_ 180 °, 180°-- 0/1 < I~1 =< 0/1 • 

Beaehtet man, dass 0/~ = ~ , i -  90 ° und t~; = Z ; -  90° gilt, 

so gewinnt  m a n  mi t  G1. (2) aus § 2 die gewiinschten 
Beziehungen zum Kreis :  

- cos y)-= (a/Rv~) cos 0/t 

sin v 2 = (b/R%) sin 0/1 • 

Quadrieren und  addieren der beiden Gleichungen 
liefert:  

R%=a[1 + (b/a) ~ tg 2 0/1]½(1 + t g  e 0/1) -½. (10) 

Division derselben Gleiehungen ergibt  

tg yJ = - (b/a) tg 0/1 • (11 ) 

Entspreehende Gleiehungen gelten fiir ill, sodass m a n  
den korrespondierenden Beugungswinkel  20 fiir den 
Kreis  bereehnen kann.  

2 0 = 1 8 o o + ( 0 / 1 - # 1 ) .  (12) 

Mit (10) bis (12) f inder  m a n  die Transmissionswerte 
A E der Ell ipse aus denen des Kreises A K: 

AE (0', ,ua, b/a, v2) ~_ AK (0,/~vR) 
vR= (% + v~)R/2 . (13) 

R(v~+v~)/2 ha t  die in  den vorhergehenden Para-  
graphen abgeleitete Bedeutung.  Insbesondere gil t  des- 
halb die Korrespondenz AE--> AK streng ftir %=v~. 
Die 1/AK k6nnen  prakt isch fehlerfrei aus der Tabel le  
von Bond (1959) interpol ier t  werden. 

Zur Pri ifung der Giite der rechnerischen N/iherung 
yon § 4 s tehen sorgfi~ltig bes t immte ,  graphisch er- 
mi t te l te  Absorptionswerte 1/AE fiir ein Achsenver- 
hi~ltnis b/a= 1,8 und  # R <  1,8 zur Verftigung (Weber 
(1960)). Die graphisehen AE sind nach der Methode 
yon Albrecht  (1939) ermi t te l t ;  fiir die Winkel-  
parameter  a~ und  fl~ waren zeichnerisch einfache 
Werte  gew/ihlt worden, deren Tangens entweder 
0, ½, 1, 2 oder oo ist. Tabelle I enth/il t  die wenigen, 
zur Durehf i ihrung eines Vergleiehes notwendigen 
ReehengrSssen. 

Der Vergleieh mi t  den 16 genauen Wer ten  vo,=v~ 
er laubt  es, zun/ichst den Fehlerbereieh der graphiseh 
bes t immten  Werte  festzustellen (Tabelle 2). Der mit t-  
lere F e h l e r -  einsehliesslieh des Interpolat ionsfehlers  
der 1 / A K - - s t e i g t  yon # a = 0 , 3  bis # a = l , 0  yon 
+0 ,3% auf -+ 1,1% an. Nur  v ie rmal  i ibersteigt  der 
Fehler  2% an  graphisch sehr unsicheren Stellen. 
Solche graphisch unsichere Werte  sind die Zeilen 

Tabelle 1. Winlcel- und Ldingengnderungen bei der 
Transformation auf das Achsenverhgltnis b/a = 1,8 

o o o 1 
26,5 0,5 15,53 1,0772 
45 1 29,06 1,2362 
63,5 2 48,02 1,4958 
90 oo 90 1,8 

116,5 --2 131,98 1,4958 
135 -- 1 150,94 1,2362 
153,5 --0,5 164,47 1,0772 
180 0 180 1 
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Nr. 26, 35 und 40 der Tabelle 3 der N~herungswerte. 
Aus den mitt leren Abweichungen beider Tabellen ist 
kein N~herungsfehler unmit telbar  erkennbar. Der 
Ni~herungsfehler scheint mit  steigendem teR auch 
nicht anzuwaehsen in ~bereinst immung mit  den 
~berlegungen von § 4. Paradoxerweise liegen die 
Abweiehungen in Tabelle 3 etwas niedriger; das 
diirfte aber wohl der besseren Statistik dieser Tabelle 
und gtinstigeren graphischen Bedingungen zuzu- 
sehreiben sein. 

Eine Abseh~ttzung des N/iherungsfehlers liefern die 
Spalten tea=0,3;  bei kleinem teR ist die graphisehe 
Genauigkeit am gr6ssten, w/~hrend die reehnerisehe 
N~herung naeh § 4 dort  den gr6ssten Fehler haben 
soll. Ungtinstigenfalls liegen die graphisehen und 
reehnerisehen Fehler der Tabelle 3 in derselben Rich- 
tung. Nimmt man beide Male die gr6sste Abweiehung, 
so kommt man zu einer oberen Absehi~tzung des 
Approximationsfehlers yon (0,6+1,1)% bei einem 
Aehsenverhi~ltnis yon b/a = 1,8. Fiir weniger stark von 
1 abweiehende Achsenverhiiltnisse sinkt der Fehler 
natiirlich mit  b/a ab. 

Da in der Verteilungsfunktion g(1) der Kugel die 
kleinen Wegstreckea hSheres Gewicht haben als beim 
Kreis, ist die vorhergehende Absch~tzung gleichzeitig 
auch eine obere Absch~tzung flit die Approximations- 
fehler yon Ellipsoiden. 

Zusammenfassend kann man sagen: Ffir alle Ach- 
senverh~ltnisse zwischen 1 und 1,8 liegt der Ap- 
proximationsfehler unter  2%. Das ist nach den 
Tabellen 2 und 3 fiir den Bereich teRN 1,8 sicher 
richtig. 

Beh~ilt man z als Drehachse des elliptischen Zylin- 
ders bei, so li~sst sich offenbar auch die equi-inclina- 
tion-Anordnung 15sen. Wie fiir jeden KSrper mit  
konstanter Querschnittsform findet man: 

Ae (,/, #a, b/a, % Y'/2) 
=[AE(tea/cos ~', b/a, yJ, /r'/2)]/cos v' (14) 

mit den Bezeichnungen 

~' = Sehichtlinienwinkel. 
Y ' =  Projektion des Braggwinkels 20' auf die 

Ebene senkreeht zur Drehachse. 

6. Das Rotationsellipsoid a ~ = a 2 = a  und a 3 = c ,  
gedreht u m  die c-Achse 

Wie schon in § 3 angedeutet wurde, sind die F~lle der 
~quator-  und Pseudo-_Aquatormethode streng auf die 
Kugel zuriickfiihrbar. Fiir die nullte Schichtlinie der 
~quatormethode findet man aus G1. (1) sofort 

v R = a  und 0 ' = 0 .  

Das fiihrt zu dem zuni~chst etwas merkwiirdig an- 
mutenden Ergebnis, dass der Transmissionsfaktor AE 
des Rotationsellipsoids dem einer Kugel entspricht, 
wenn man nur teR durch tea ersetzt, unabh~ngig von 
der L~nge der c-Aehse des Ellipsoids. 

Is t  v' = 90 ° -  a~ = 90 ° -  fl~ der Sehiehtlinienwinkel 
fiir das Ellipsoid in der equi-inclination-Anordnung, 
v = 9 0 ° - c ~ s = 9 0 ° - f l 3  der entsprechende Winkel an 
der Kugel, so findet man 

R.v~=a[1 + (c/a) ~ tg 2 v]½(1 + t g  2 v)-½ (15) 
und 

tg v '=  (c/a) tg v.  (16) 

Die Projektionen der Braggwinkel bleiben unver- 
~ndert : 

y = y ' .  

Diese Verh/iltnisse kann man sich anhand der Fig. 2 
sofort Mar machen, wenn man vortibergehend Y= Y' = 0 
und c/a fiir b/a setzt. 

Wegen 

cos 0 '=cos  (Y'/2) cos v' und cos 0=cos  (Y/2) cos 

gilt cos 0 = (a/R%) cos 0'. (18) 

Somit ist die Identit/i t  

AE(~', 0', tea, c/a)=AK(O, #Rv~) (19) 
bewiesen. 

7. Ergebnis 

Eine Kugel, die einen parallelen R6ntgenstrahl unter  
dem Glanzwinkel 20 abbeugt, wird mit einer affinen 
Abbildung in ein Ellipsoid fiberfiihrt, das einen eben- 
falls parallelen R6ntgenstrahl um den Winkel 20' 
abbeugt. Alle Prim~trwege werden um den Faktor  v~ 
alle Sekund/irwege um vz verl/ingert. Beachtet man die 
Winkel~nderung 0--> 0' und Ifihrt das arithmetische 
Mittel der Wegverl/ingerungen (vo,+v~)/2 ein, so ent- 
spricht jedem Transmissionswert AE eines Ellipsoids 
(bzw. einer Ellipse) in erster Ni~herung ein Kugelwert 
(bzw. ein Kreiswert) AK. 

AE(O', #a,, a~,fl~)=Ai4(O, #R(%+v~)/2) . (20) 

:Die GrSssen v~, v~ und 0 in AK h/ingen yon der Lage 
der Strahleng~nge zum Achsenkreuz und yon den 
Achsenverh/~ltnissen des Ellipsoids ab und k5nnen im 
allgemeinen Fall aus den Formeln (1) his (3) berechnet 
werden. Zwei Beispiele, der elliptisehe Zylinder (§ 5) 
und das zweiaehsige Ellipsoid (§ 6), werden fiir die 
praktisch wichtige equi-inclination-Anordnung disku- 
t iert ;  im ersten B e i s p i e l -  Gleichungen (10) bis (14) - -  
wird urn die Zylinderachse gedreht, im zweiten Bei- 
s p i e l -  Gleichungen (15) bis (19) - - u r n  die Rotations- 
symmetrieachse. 

Ffir das zweiachsige Ellipsoid gilt in der betrach- 
teten Anordnung die Beziehung (20) sogar streng, 
wobei fiir die nullte Schichtlinie der Transmissions- 
faktor yon der L~nge der c-Achse unabh/ingig ist. 
Weitere streng 15sbare Fglle, die auch das drei- 
achsige Ellipsoid einschliessen, findet man mit  G1. (6). 
Zu diesen LSsungen gehSren auch alle Strahlen- 
einfallsrichtungen ffir die beiden Glanzwinkel 0=0 ° 
und 90 ° (G1. (6b)). 
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Der Approximationsfehler yon (20) 1/isst sich in den 
nicht streng 16sbaren F~llen an graphisch ermittelten 
Ellipsenwerten testen (Tabellen 2 und 3). Demnach 
liegt ftir das Achsenverh/~ltnis b/a= 1,8 und ftir Ab- 
sorptionswerte #R =< 1,8 der Fehler unter ± 2%. Der 
Fehler nimmt sicher ab ftir b/a-> 1. Die gegebene 
Absch/itzung ist auch fiir dreiachsige Ellipsoide gtiltig, 
wobei anstelle yon b/a jeweils das grSsste Achsen- 
verhiiltnis tritt.  

Fiir # R >  1,8 kann der Approximationsfehler zu- 
nehmen. Bis #R=2,5  zeigt sich jedoch noch kein 
indikativer Fehler, wie probeweise durchgefiihrte 
Extrapolationen der Tabellen 2 und 3 zeigen (Ge- 
nauigkeit +3%). Da bei hohen #R fiir kreisnahe 
Achsenverhi~ltnisse die Approximation zunehmend 
besser wird, ist es wahrscheinlich, dass auch fiir den 
mittleren Absorptionsbereich mit (20) brauchbare 
Werte entstehen. Der Beweis steht jedoch aus. Ftir 
alle #R hat man aber immer wieder Strahleng~nge 
vo,=v~, die in allen F~llen genaue Werte und damit 
sichere Tabellenstiitzpunkte liefern. In dem unter- 
suchten Bereich wird die N~herung (20) auch hohen 
Genauigkeitsansprtichen gerecht und ermSglicht es 
jetzt solche Kristalle eingehender zu untersuchen, bei 
denen es bisher nicht gelang einfachere SchleifkSrper 
zu erhalten. In der Praxis werden die Messung der 
Achsenverhi~ltnisse und die Bestimmung der Position 
des Ellipsoids zur Drehachse und zum Primi~rstrahl 

oft grSssere Fehlerquellen darstellen, als die Niiherung 
(20). Schliesslich ist bei photographischen Auswerte- 
methoden zu beachten, dass in allen Fi~llen, in denen 
die Drehachse des Kristalls keine Rotationssymmetrie- 
achse ist, die Interferenzpunkte auch bei gleiehem 0 
unterschiedliche Form haben. 

Die erhebliche Anzahl an Ellipsoidparametern be- 
reitet einer sinnvollen allgemeinen Tabellierung be- 
tr~chtliche Schwierigkeiten. Die hier gegebene Zu- 
riickfiihrung auf die Kugel bzw. den Kreis diirfte 
daher yon Interesse sein. In wenigen Stunden kann 
fiir ein gegebenes Problem eine vollst~ndige Tabelle 
ohne besondere Rechenhilfsmittel aufgestellt werden. 

Herrn Prof. Dr. R. Kern (Nancy) danke ich herzlieh 
fiir Hinweise und fiir die Durchsicht eines Teils des 
Manuskriptes. 
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On the Regularity of the Tetrahedra in Quartz 
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By an analysis based on symmetry considerations it is possible to specify the conditions under which 
the SiO 4 tetrahedra in quartz can be strictly regular. For such a configuration the Si-O bond distance 
in a-quartz must be (V(3)a -c)/2, and c/a must be < (3/2)([/(3) - 1); in fl-quartz the axial ratio must 
be (3/2)(]/(3)-1). Comparison of these quantities with published lattice constants shows quite 
clearly that in the vicinity of room temperature regular SiO 4 tetrahedra are not possible in a-quartz, 
nor are they possible in fl-quartz. Hence, the small deviations from regularity reported in two recent 
refinements of a-quartz must be regarded as real. 

Introduction 

On the basis of early structural studies, it has been 
customary to assume that  in quartz as well as in the 
other pure silica phases the SiO4 tetrahedra are strictly 
regular; that  any of the small deviations from regular- 
i ty  were simply the result of experimental errors in 
the diffraction data. Two recent refinements on 
a-quartz (Young & Post, 1962; Smith & Alexander, 
1963) (hereafter designated YP and SA respectively) 
have yielded bond data which, however, are not 
entirely clear-cut in this regard; some of the bond 

data in Table 1 are consistent with the regular con- 
figuration, whereas for others the deviations from 
regularity are large enough to be statistically sig- 
nificant. Because of the importance of quartz in 
relation to the stereochemistry of the silicates, it is 
therefore of considerable interest to establish un- 
ambiguously whether or not the tetrahedra are to be 
considered regular within experimental error. 

We shall show by an analytical approach that  the 
existence of regular tetrahedra in quartz introduces 
relationships between the size of the tetrahedra and 
the unit cell dimensions, and that  from the temper- 


